Afleidslukerfi fra Evklid til Hilberts

Hid mikla steedfradirit Evklids, Frumattir (eda St6ikeia eins og bokin heitir a
grisku) setur staedfradi fram sem afleiddukerfi. Pad hefst & 10 frumsetningum sem
allar adrar setningar eru leiddar af .

Fimm fyrstu frumsetningarnar eru amennar og varda alla staedfradi en [ze

fimm seinni fjalla um ramfradina sérstaklega.
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Almennu frumsetningarnar eru:

Séu tveir hlutir b&dir jafnir pridja hlut A eru [eir lika jafnir hvor 6drum.
Sé jafnmiklu batt vid tvo jafna hluti verda tkomurnar jafnar.

Sé jafnmikid tekid af tveim joéfnum hlutum verda Gtkomurnar jafnar.
Hlutir sem fylla samaram eru jafnir.

Heild er staeri en hluti hennar.

Rumfradilegu frumsetningarnar eru:

4,
5. Ef dtrik sker tvae linur og innri hornin & adra hlid jess eru samtals minni en tvo

1. Frahvada punkti sem er madragabeinalinu i hvada punkt sem er.
2.
3. Hagt er ad draga hring med hvada fjarlagd sem er fyrir radius og hvada punkt

Strik af endanlegri lengd ma framlengja i beinalinu.

sem er fyrir migju.
Oll rétt horn eru jafn stor.

rétt horn [A skerast linurnar tvae f®m megin vid strikio ef [Be eru framlengdar
Otakmarkad.

Steedfradilegar sannanir verda ad byggia & enhverjum forsendum. bee

forsendur kunna ad vera nidurstédur annarra sannana sem byggja [& a einhverjum
0drum forsendum og fannig koll af kolli. En [etta getur ekki rakid sig endalaust.
Undirstada sérhvers afleiddukerfis hlytur ad vera ésannadar setningar sem gengio er
ad sem visum. Slikar setningar eru kalladar frumsetningar. (I mérgum Evrépumalum
er griska ordid axiom notad um [ze.)

Helstu einkenni vel heppnadra aflelddukerfa eru:

Kefid e galfu s samkveet, pe. ekki er hagt ad leida motsdgn af
frumsetningunum.

Frumsetningarnar eru 6hédar hver annarri, pe. ekki er hagt ad leida neina [®irra
af hinum (enda er [ Ofarfi ad hafa hana fyrir frumsetningu).

Frumsetningarnar dugatil ad leida it merkilegar nidurstodur.

Byrjad er a ad tilgreina allar frumsetningar (eda 6sannadar stadhafingar) sem
notadar verda.

Fyrsta skilyroid er [0 mikilvagasta [vi sé hagt ad leida Ut moétsdgn [a er hagt ad
fa it hvada vitleysu sem er. En [itt [etta skilyrdi sé mikilvagt er mjog erfitt ad
sannpréfa hvort [0 er uppfyllt. Adferdir til ad sannprofa ad afleiddukerfi sé gafu
s&r samkvaent toku ekki ad [réast ekki fyrr en undir lok 19. adar.
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Af motsign er hagt ad leida hvad sem er

Motsogn er setning & forminu p og ekki p (pe. fullyrding um ad eitthvad baéi sé
satt og sé ekki satt). Af setningu a jiessu formi er hagt ad leida hvada vitleysu sem
er t.d. ad krokodilar séu spendyr.

| rokfaeslunni hér & eftir eru adeins notadar afleidslureglurnar

a) Af (pog Q) leidir p.

b) Af (pogaq) leidir g.

c) Af pleidir (p edaq).

d) Af (p edaq) og (ekki p) leidir g.

Hér er rokfaeslan:

1. pogekki p Forsenda.

2.p Leidir af forsendunni i linu 1 skv. reglu a
3. pedakrékddilar eru spendyr. Leidir af linu 2 skv. reglu c.

4. ekkip Leidir af forsendunni i linu 1 skv. reglu b,
5. Krokodilar eru spendyr . Leidir af 3. og 4. linu skv. reglu d.

Fyrr & dldum hofou steedfradingar ekki ahyggjur af feim moguleika ad kerfi
Evklids gai verid Osamkvaent og leitt af s&r moétsdogn. Menn litu svo a ad
frumsetningar hans vaeu augljéslega sannar, og sannar setningar geta vitaskuld ekki
verid i moétsdgn hver vid adra. Hins vegar veltu margir fvi fyrir s&r hvort kerfi
Evklios uppfyllti annad skilyrdid, pe. hvort frumsetningarnar vaeu Ohé&dar hver
annarri, einkum fvi hvort hagt vae ad leida fimmtu rdmfradilegu frumsetninguna
af hinum. Petta reyndu margir ad gera og af [®m tilraunum er mikil saga. Skemmst
er fra fvi ad segja ad [Etta reyndist dmogulegt og ni vita menn ad hinar fimm
ramfradilegu frumsetningar Evklids eru 6hadar hver annarri.

Um pidja skilyroid farf ekki ad hafa morg ord fegar kerfi Evklids er annars
vegar. Setningarnar sem hann leiddi Gt eru hver annarri merkilegri.

En hvad med fjorda skilyrdid, skyldi Evklid hafa ladst ad nefna einhverjar
forsendur sem hann notar til ad sanna rimfradisetningarnar i Frumf@ttunum? Fram
4 19. 6ld var rit Evklios ndnast ditio hafid yfir ala gangryni. bad potti til dikrar
fyrirmyndar hvad vardar roklega byggingu og skipulega framsetningu ad faum datt i
hug sa moguleiki ad gloppur vaeu i rokum Evklids. En svo bregdast krosstré sem
onnur tré.

Um adamaétin 1900 var féoverjinn David Hilbert (1862-1943) fragastur alra
staedfradinga. Hann hafdi ekki bara ahuga & ad rannsaka mengi, télur, foll og ferla
og onnur efni sem staedfradingar hofou fengist vid heldur velti hann lika fyrir sér
edli staedfradinnar og roklegum undirstédum hennar.

Hilbert og ymsir samtimamenn hans gerdu strangari krofur til staedfradilegrar
roksemdafaeslu en &dur hofou fekkst og sannanir Evklids uppfylltu pessar krofur
ekki ad Ollu leyti. Hilbert benti medal annars & ad fegar i sonnuninni & fyrstu
setningu Frum@ttanna notadi Evklio fleiri forsendur en frumsetningarnar sem
taldar voru upp aundan.

Pess fyrsta setning Evklios segir ad se gefid strik (eins og AB & myndinni) megi
byggia jafnarma frihyrning ofan & @0 med fvi ad draga tvo jafnstora hringi med
endapunkta striksins fyrir midjur og draga svo linur fra endum striksins i annan
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[ skurdpunkt  hringjanna
e Vissulega leidir o
e . frumsetningum  Evklids
“ ad hagt s¢ ad draga tvo
. jafnstora hringi med A
. og B fyrir migjur. En
’ i ~ Hilbert benti &4 a8 28
 leidir ekki a essum
frumsetningum ad hring-
ir eins og feir sem hér
eru syndir hafi  skurd-
punkt. Til ad leida at
fessa  fyrstu  setningu
Evklios farf [vi ad nota forsendu sem segir ad punktar liggi [#tt & hringferli fannig
ad ef hringur er ad hluta utan annars hrings og ad hluta innan hans [& eigi |eir
einhvern punkt sameiginlegan. Astadian fyrir [vi ad Evklid |adist ad taka fetta fram
er gafsagt sl hversu agerlega augljost [etta er. En vel byggt afleiddukerfi & ad
nefna alar forsendur sem notadar eru, sama hversu einfaldar, augljésar og 6merki-
legar e eru.

Hilbert benti & fleiri forsendur sem Evklid notar an jess ad nefna 2, eins og
t.d. [& a0 ef pir Olikir punktar liggja & somu linu & s einn feirra & milli hinna
tveggja.

Hilbert setti fram nytt frumsetningakerfi fyrir evklidska ramfradi arid 1899.
Frumsetningarnar i kerfi hans voru 20 talsins. bad segir sina sogu um snilli Evklids
ad [®0 skuli hafa lidid meira en 2.200 & [ar ritud var fullkomnari framsetning en
hans & afleldd ukerfi fyrir ramfradi.

pott Hilbert hafi gagnrynt kerfi Evklids &tu hans eigin hugmyndir um
steedfradi ad morgu leyti attir ad rekja til Frumf@ttanna. | stuttu mali sagt voru
fessar hugmyndir & [& 1eid ad hagt vee ad orda frumsetningar alrar steedfradi a
formlegu téknmdi (pe. mai med endanlegum ordaforda og nakvaenum reglum um
hvernig ord og t&kn mynda setningar) og setja fram strangar rokfradireglur um
hvernig leida ma oll steedfradileg sannindi af fEim. Hilbert deit ad f[annig vae
hagt a0 binda steedfradina i afleiddukerfi sem vadl i senn galfu sér samkveet,
fullkomid, og akvardanlegt.

v begar hefur verid skyrt hvad [0 merkir ad kerfi sé galfu sér samkvaet, pe. ad
[80 geti aldrel gerst ad tvee setningar sem leiddar eru af frumsetningunum
stangist & fannig ad dnnur neiti hinni.

v Ad kerfid s fullkomid merkir ad hagt s& ad leida alar sannar staedfradi-
setningar af frumsetningunum, pe. ad [Bd verdi engin staedfradileg sannindi Ut
undan.

v A0 kerfid sé akvardanlegt [ydir ad til sé algrim (pe. endanleg, 6rugg og Gtvirad
adferd) til ad komast ad fvi hvort setning sé afleiding af frumsetningunum.

Pessar hugmyndir Hilberts voru i dir vid skodanir flestra staedfradinga. beir litu a
fradi sin sem formlegt kerfi fr sem dll sannindi vaeu leidd med stréngum
rokfaesum af f&einum grundvallarreglum eda frumsetningum.

I byrjun fessarar aldar bjuggust flestir vid ad draumar Hilberts rattust senn og til
yroi formlegt afleiddukerfi fyrir ala staedfradi. En arid 1931 sannadi austurriski
staedfradingurinn  Kurt GoOdel (1906-1978) ad omogulegt sé¢ ad kerfishinda
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talnafradi (A grein staedfradinnar sem fjallar um hellar t6lur) med [@m hatti sem
Hilbert hugsadi sér.

Med stnnun Godels var synt fram & ad dmdgulegt sé ad bua til frumsetningakerfi
fyrir tanafradi sem sé i senn fullkomid og galfu s& samkveet. bar sem
naudsynlegt er ad gera [& krofu ad dik kerfi séu gafum s&r samkvaen [ydir [etta i
raun ad Utilokad sé ad setja fram frumsetningar sem dugi til ad leida Gt alar sannar
staedfradilegar setningar um heilar tolur.

NU kann einhverjum ad detta i hug ad |80 sé [a bara hagt ad bata vid fleiri
frumsetningum [ar til komnar eru nagar forsendur til ad leida Ut ala steedfradi. En
sonnun Godels Utilokar ad [ad sé hagt, han tekur af 6ll tvimali um ad [ad er alveg
sama hvad frumsetningarnar eru margar altaf verda einhver staedfradileg sannindi
at undan.

Ef draumar Hilberts hefdu rast [ veei steedfradilegum rannsdoknum ad vissu
leyti lokio, fvi @0 fyrfti ekki lengur hugmyndaflug og skopunargéfu til ad komast
ad fvi hvort staedfradileg fullyroing sé sonn eda 6sonn, [0 vae hagt ad |ata télvu
framkvaena algrimid sem sker Ur um hvort setning er afleiding af frumsetningunum
eda ekki. Sonnun Godels Utilokar ad visu ekki ad dikt algrim s til. Hun atilokar
adeins ad staedfradilegt kerfi gati verid fullkomid en eftir ad hin var komin fram
var [8d enn opin spurning hvort [0 gati verid akvardanlegt. Kerfi sem er
akvardanlegt en ekki fullkomid er fannig ad til er algrim til ad skera Ur um hvort
setning er afleiding af frumsetningunum en [ar sem sumar sannar setningar eru ekki
afleioing af frumsetningunum dugar akvordunaradferdin ekki til ad skera Ur um (89
i 6llum tilvikum hvort setning sé sonn, adeins hvort hin sé sannanleg.

Pad verkefni ad finna dika akvordunaradferd kalladi Hilbert das Entscheidungs-
problem. Arid 1936 sannadi enski staedfradingurinn Alan Turing (1912-1954) ad
[etta vandamal sé dleysanlegt, pe. ad ekki sé mogulegt ad bua til &kvordunaradferd
af fvi tagi sem Hilbert hafdi talad um.

Uppg6tvanir Turings og Godels sem hér hefur verid sagt fra eru med merkustu
visindaafrekum 20. adar. Med [eim vard ad engu draumurinn um ad setja dla
staedfradi fram sem galfu s&r samkvaent, fullkomid og akvardanlegt kerfi eins og
Hilbert hafdi hugsad sér. Afleiddukerfi eins og [B0 sem Evklid setti fram fyrir
rimfradina og Hilbert endurbatti getur ekki fangad dlan sannleika um
staedfradileg efni.

Hinar 20 rdmfradilegu frumsetningar Hilberts duga ad visu til ad leida Ut alar
setningar i Frumf@ttum Evklios en vi fer fjarri ad [#e dugi til ad leida at ol
ramfradileg sannindi. Pegar i forndld voru ménnum t.d. kunnar reglur um keilusnid
sem ekki verda leiddar af [Bim.
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